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vraie maille. La diff6rence entre les sub-motifs est trop 
petite pour pouvoir 6tre d6cel6e par la morphologie. 

Les donn6es que nous venons d'exposer sur la morpho- 
logie de la chalcopyrite, la stannine, la wulf6nite et la 
manganite, montrent, qu'en d6pit de l'impr6cision des 
donn6s statistiques, on peut reconnaltre une influence 
des sub-motifs qui semblent agir sur le d6veloppement 
des faces comme s'fls 6taient. 6quivalents ou quasi- 
6quivalents. Le nombre de cas 6tudi6s est assur6ment 
trop petit pour d6duire des conclusions sur le critbre 
d'6galit6 morphologique des sub-motifs. Cependant on 
peut supposer comme hypothbse de travail que la 
charge des ions, la nature et le nombre des forces de 
liaison doivent 6tre, ind6pendamment de la masse, les 
earactbres dont l '6galit6fait apparaitre les sub-motifs 
comme morphologiquement 6quivalents. L'6tude de la 
morphologie des s6ries isostructurales sera sfirement 
d'une grande utilit6 pour la discussion de ce problbme. 
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Eindimensionale Fehlordnung in Kristallen und ihr Binfluss auf die 
RSntgeninterferenzen. I. Berechnung des Fehlordnungsgrades aus 

den R6ntgenintensittiten 

VON HEINZ JAOODZINSKI 

Mineralogisches Insti tut  der Universit~t Marburg, Deutschland 

(Eingegangen am 22 November 1948) 

The general theory is developed of X-ray scattering by crystals showing order in two translation 
directions but disorder in the third direction, the treatments previously published having proved 
inadequate for the interpretation of some single-crystal observations of the author. The solution 
of the problem is affected by the range of interaction between the arrangement of the neighbouring. 
layers. General equations are here developed for a range of one layer. (In a second paper the special 
case of close-packed structures will be calculated for a range of three layers.) If the probability 
of faults is small, nearly ordered structures occur. These ordered structures are determined for 
a range of up to six layers. It is shown that the most probable layer type consisting of more than 
six layers of close-packed atoms is the SiC(I)-type (15 layers). 

Kristalle, bei denen in zwei Translationsrichtungen 
strenge 0rdnung, in der dritten aber Unordnung 
herrseht, wurden yon Jagodzinski & Laves (1948) als 
' eindimensional' fehlgeordnet bezeichnet. Es k6nnen 
dabei identische Netzebenen bezfiglich ihrer Lage 
zueinander fehlgeordnet sein, oder aber verschiedene 
Arten geordneter Netzebenen sich in statistischer Weise 
abwechseln. Den ersten Fall wollen wir 'eindimen- 
sionale Lagenfehlordnung', den letzteren 'eindimen- 
sionale Artenfehlordnung' nennen. Es kSnnen natiirlich 
auch beide M6glichkeiten nebeneinander auftreten; 
wir sprechen dann kurz ~on 'kombinierter eindimen- 
sionaler Fehlordnung'. 

Die ersten Ans£tze zur Berechnung der R6ntgen- 
intensit£ten eindimensional fehlgeordneter Kristalle 

stammen yon Landau (1937) und Lifschitz (1937, 1939). 
Ihre Voraussetzungen sind an so spezielle Annahmen 
gekniipft, dass eine praktisehe Anwendung ihrer 
Ergebnisse auf vorkommende F£11e zu umst~ndlich 
erscheint; es wurde aber von diesen Autoren grund- 
s~tzlieh der Weg fiir die LSsungsmSglichkeit der Pro- 
blemstellung gewiesen. 

Weitere spezielle F~lle wurden von Wilson (1942) 
sowie Rendricks & Teller (1942) ausgerechnet. In der 
ausftihrlicheren Arbeit der letzteren Autoren wurden 
einige F~lle ohne Wechselwirkungen der Schichten 
berechnet--d.h, die Schichten haben keinen Einiluss 
auf die Nachbarschichten. Auch der Fall hexagonaler 
bzw. kubischer Kristalle, bei denen Lagefehler in der 
Aufeinanderfolge der Schichten im Sinne der dichtesten 
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Kugelpackungen auftreten, wird behandelt. Der letzte 
Fall wurde aueh. yon Wilson gel6st; seine L6sungs- 
methode (Differenzengleichungen) besitzt jedoch die 
gr6ssere Allgemeinheit und ist trotzdem noch einfacher 
als der yon Hendricks & Teller beschrittene Weg 
(Matrizen). Ausserdem gibt Wilson eine quantitative 
Anwendung seiner Ergebnisse auf die yon Edwards & 
Lipson (1942) hergestellten Aufnahmen yon w/~rme- 
bekandeltem Kobalt. Dass man aber bei der quanti- 

t a t i ven  Auswertung yon Pulveraufnahmen vorsichtig 
sein muss, haben die yon Jagodzinski & Laves (1948) 
verSffentlichten Einkristallaufnahmen eindimensional 
fehlgeordneter Kristalle gezeigt. Es ist offenbar die 
Kenntnis des gesamten Intensiti tsverlaufs der dif- 
fusen Reflexe dazu notwendig. Weiterhin k a n n  aus 
den gMchen Aufnahmen entnommen werden, dass die 
vorhandenen Ans/~tze zur K1/~rung des Intensit i ts-  
verlaufs nicht ausreichen. Es erscheint deshalb not- 
wendig, das gesamte Gebiet unter einheitHchen und 
verallgemeinerten Gesichtspunkten erneut zu behan- 
deln. • 

:Die hierbei aufgeworfene Problemstellung l~uft often- 
sichtlich darauf hinaus, die WahrscheinHchkeit des 
Ausfalls irgendeiner geordneter Netzebene in Ab- 
h~ngigkeit yore 0rdnungszustand ihrer Umgebung 
zu ermitteln. Es soil das an einem Beispiel eindimen- 
sionaler Arten~ehlordnung er l iuter t  werden. Nehmen 
wir einmal an, der Kristall sei aus zwei Netzebenenarten 
A und B aufgebaut, die im Mittel mit gleicher tt~ufigkeit 
vorkommen. I)a immer Wechselwirkungen zwischen 
den einzelnen Schichten bestehen, wird die Wahr- 
seheinliehkeit, an einer bestimmten Stelle eine A-Schicht 
zu linden, nicht unabh~ngig davon sein, ob die Nach- 
barschichten A- oder B-Schichten waren. Aber auch 
die zweite, dritte, usw. Schicht werden einen, wenn 
auch geringeren, Einituss auf die Wahrsehein]ichkeit 
des Ausfalls besitzen. Zu einer exakten Bereehnung 
mfissen also alle diese Schichten mit herangezogen 
werden. Da damit gereehnet werden muss, dass dieser 
Einfluss - -wir  nennen ihn bier s (Reichweite der Wech- 
selwirkungen)--sehr welt reicht, und die exakte L6sung 
deshalb nieht m6glich sein wird, muss man versuchen, 
N~herungsl6sungen f'fir kleine s zu finden, um daraus 
abzusch~tzen, wie sich die Einffihrung gr6sserer 
Reiehweiten auswirken wird. 

Ganz einfach ist die Berechnung fib s = 0, d.h. wenn 
keine Wechselwirkungen der Schiehten untereinander 
bestehen. Setzen wit voraus, dass die Netzebenen des 
Kristalls ihren konst~nten Abstand beibehalten, so 
k6nnen wir die yon Wilson (1942) aufgestellte Gleichung 
ffir die Intensit~t ohne weiteres iibernehmen:* 

I = sins ½Ni Ai sins ½Ns A s + (N3-1) Z 
sin~ ½Ai sins ½A1 ~=-(N,-x)  

x(N3 [ml)S~sS*,+~exp[imA3]; (1) 

* Diese Bedingung ist bei allen bisher gefundenen Bei- 
spielen erftillt, mit Ausnahme des Montmorillonites. 

dabei bedeuten 

I =intensiti i t  der gebeugten Strahlung; 

hri, N 2, Na=Anzahl  der Translationen in den Trans- 
lationsrichtungen ai, as, a s (a i und a s sind 
Translationsvektoren der strengen Ord- 
nung); 

2n 
A~=~-(av,  s - s o ) ;  

s o, s=Einhei t svektor  der Richtung des einfal- 
lenden und gebeugten Strahls; 

ja=Summationsindex in Richtung as (as ist 
immer'senkrecht ai, a2); 

m kennzeichnet die yon der Schieht ja im Abstand m 
befindiiche Netzebene (m = ganze Zahl); 

S~8 bzw. S~3+~-I" Strukturfaktor der Schieht Ja bzw. 
ja+m. 

Ist  nun s = 0, dann wird S~- 8 S*a+~ unabh£ngig yon m, 
mit Ausnahme des Mittelwerts fiir m = 0. 

Es ist S~8 S* 1~ ¢3+~ = [ SJ3 fib m # 0 

S* ] 2 und SCs h+~ = [SJ8 ftir m = 0 .  

Dabei sind ISis [ 2 und [ S~- 8 [~ folgendermassen 
definiert: 

[S--'~'a[2:;[ ~ Sv 2 ' v = 1  

lS,  2, 
a /~v=l 

~=Anzah l  der verschiedenen Netzebenenarten oder 
-lagen. Mit diesen Werten ergibt sich nach Heraus- 
ziehen des Gliedes aus der Summe in (1) 

[ sin !N A37 
I=R I' (2) 

sin2 ½NiA i sin~ ½N~A~ 
mit R - 

sin ~' ½Ai sin2 ½A2 " 

Von besonderer Bedeutung sind hier die beiden 
Sonderfille 

(1) I I =O u . d  (2) I I 12: 
Ffir Fall (1) ergeben sieh nut  diffuse Interferenzen 

(Gitterst/~be im reziproken Gitter) der Intensit£t* 

i =  I 1< 
Fiir Fall (2) erhi l t  man nut  scharfe Interferenzen mit  

der Maximal-Intensit/~t 

* Das gilt natiirlich nur fiir h, k ganzzahHg, wihrend  I alle 
Werte annehmen kann. Die Intensi tat  sehwankt also auf 
'Git terstaben'  im reziproken Gitten mit  dem Mittelwert der 
Strukturfaktoren der Schichten; sind die Sehichten zwei- 
dimensional, so ver l iuf t  die In tens i t i t  unabhangig yon l (wenn 
man yore Abfall des Streuverm6gens der Atome absieht). 
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D.h. die diffusen Interferenzen verhMten'sich beziiglich 
ihrer Maximal-Intensit~t zu den seharfen wie 

N a : N g = l  :Na; 

fiir einen Idealkristall ohne Absorption miissten die 
diffusen Reflexe also vernachl~ssigbar sein. Dass sie 
trotzdem aufden R6ntgenaufnahmen zu erkennen shad, 
liegt einerseits daran, dass fiir die seharfen Interferen- 
zen der Lorentz'sehe Integralwert~der gestreuten In- 
tensit~t massgebend ist, andrerseits daran, dass die 
verwendete geometrische Theorie die Riiekwirkungen 
der Interferenzen auf den Prim~rstrahl, die fiir die 
seharfen Interferenzen erheblich starker sein miissen, 
ausser Acht l~sst. Fiir einen quantitativen Vergleich 
miisste also, solange die scharfen Interferenzen nicht 
durch kleine N a erheblich verbreitert werden, immer die 
dynamische Theorie beriicksichtigt werden. 

Wir wollen das obige Ergebnis an einigen charakte- 
ristischen Beispielen erl£utern: 

Beispiel 1 
Eindimensionsale Lagenfehlordnung. Strukturfaktor 

der Netzebenen F. LagemSglichkeiten fiir das Anfangs- 
atom der Schicht" 00, ½0, 0½, ½½. 

I s;~ 12= ~{1  + exp [~i~] + e~p [~i~] 
• + exp [.~(h + ~)]}s I F I s, 

I S~. Is= 0 ffir h,/c gemischt oder ungerade, 

= 1 $' I e= ] $i3 ]9. fiir h,/c gerade; 

d.h. man erh~lt nur scharfe und nur kontinuierliche 
Gitterst~be im reziproken Gitter. 

Beispiel 2 
Eindimensionale Artenfehlordnung. Zwei Netz- 

ebenenarten mit Strukturfaktor F~ und Fs, relative 
H~uilgkeit yon F~ ~ und F s ( 1 - a ) .  

I ~  IS= (I ~F~ + (1 -  ~) ~212 = ~ 2 ~  F~ 
+a(1 - ~ )  * * (FtF~+ F2Ft) + (1 -~)~ F s F  ~, 

] S~ is'=ct ] F11 ~ + (1 - a )  l F 2 Is. 
Nach (2) ergibt sich fiir I 

RIN~( I ~ I s -  ~ F * -  ~ s ~  + l F s  I s) I =  ( l - a ) ~  

sin s ½2¢~A~ t 
+ (1-~)s I 2s 12]~½A---~ ~" 

Sind F~, F~ reell, so ist 

I = R~Naa(1 - a) (F~ - Fs) s 
L .  

sin s ½NaAa 7 
+ ( ~ + ( 1 - ~ ) F s )  2 ~=£z½-~ ~- 

Es sind alle GitterstSbe m i t  scharfen und diffusen 
Interferenzen belegt. 

Beispiel 3 
Kombinierte eindimensio/lale Fehlordnung. Lage- 

mSglichkeiten 00, ½ z § ~, ½ (dichteste Kugelpackung). 
ArtenmSglichkeiten F 1, F 2 (reell) (gleiche H£ufigkeit). 

I sj3 Is=~{1 + exp [~ i (h+  2k)] 
+exp[~ni(2h+k)]}~l F~ + F~ I ~ 

= 0  fiir h + 2 k ~ 0 ( m o d 3 ) ,  

=¼(FI+F2) 2 fiir / ~ + 2 k - 0 ( m o d 3 ) .  

I = s ( F 1 + F s ) .  
I z ~ 3 s _ l  2 9. 

Einsetzen in (2) ergibt 

fiir h+2k-=0  (rood3) 

~ .  sin 2 ½N~A3-] 
I = RE-  ~ (F~ - Fs) s + ¼(F~ + $'2) s sin2 ½A 3 _]; 

d.h. seharfe und diffuse Interferenzen wie bei eindimen- 
sionaler Artenfehlordnung (mit F 1 und F2). Fiir 
h + 2 / c ~ 0  (rood 3) erh~lt man 

x= ½RN.(~ + ~);  
d.h. nur diffuse Reflexe aber mit st/~rkerer Intensit/~t 
als fiir h + 2k ~. 0 (mod 3). 

Beispiel 4 
Eindimensionale Lagenfehlordnung (identisehe Netz- 

ebenen F). Es sind alle Lagen mSglich, die Netzebenen 
sind aber noch mit ihren Translationsvektoren parallel. 

i sj31s--I El2 

I s~31 s ;  I F I j_~  j_exp[2ni(hx+lcy)]dxdy 

1 
= I F is ~ sin 2 nh sin 2 rr/¢. 

Da h, /c immer ganzzahlig sind, ist I Sj319 = 0  ftir alle 
h,/c mit Ausnahme h =/c = 0; ftir h =/c = 0 ist 

Is,~ls--IFI ~. 
D.h. es gibt nur diffuse Gitterst~be ftir i~ oder k bzw. 
beide + 0; die (00l) sind normMe seharfe Interferer~en. 
Das gilt aber nur, wenn N1, N'~ gross sind, wie man aus 
obiger Gleiehung sofort erkennt; denn bei gentigend 
kleinen Werten von N~, Ng. werden auch nichtganz- 
zahlige h, k zul~ssig. 

Ffir die ersten drei der hier gew~hlten Beispiele l~sst 
sich ein wirklich vorkommender Kristall angeben, fiir 
den die angenommene Fehlordnungsart im Prinzip 
zutrifft, nur mit dem Unterschied, dass im allgemeinen 
Wechselwirkungen vorhanden sind. Fiir das Beispiel 
(4) glaubt Warren (1941) in w~rmebehandeltem Graphit 
einen Vertreter gefunden zu haben. 

Das Beispiel (1) trifft quantitativ zu fiir einige 
Maucherite, bei denen neben nur scharfen Interferenzen 
auf St~ben h, k = gerade, nur diffuse Intensit~t auf allen 
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iibrigen Gitterst~ben auftritt, die mit dem Struktur- 
faktor der 'Schichtpakete' schwankt. Allerdings sind 
bei den meisten Maucherigen Wechselwirkungen vor- 
handen, die sich durch Sehwankungen mit h6herer 
Identit/~tsperiode zu erkennen geben. 

Beispiel (2) kann auf die Entmischung von iiber- 
s~ttigten A1-Cu Mischkristallen bei Zimmertemperatur 
angewendet werden. Es entstehen dort nach Guinier 
(1942) zweidimensionale kupferreiche Absonderungen. 
Es wird Sp~ter noch dara~f eingegangen werden. 

Beispiel (3) kommt im Prinzip bei gleichen Vor- 
g~ngen in A1-Mg Mischkristallen vor. Es entstehen dort 
(~ebiete der ungef~hren Zusammensetzung A12Ag, die 
im Gegensatz zur kubischen Kugelpackung des Wirt- 
gitters die hexagonale kugelpackung einnehmen. Man 
versteht damit sofort die von Barrett, Geisler & 
Mehl (1941) beobachtete schwache Intensit~t des 
diffusen (00/) Gitterstabes. (Indizierung auf schief- 
hexagonale Aufstellung bezogen.) 

(10) (004) (11) (006) 

I I I l 

42,5 54 77,5 86,9 
e (o) 

Fig. I. Von Warren (1941) ver6ffontlichto Photometerkurve 
eines w~rmbehandelten Graphits. Zu beachten ist die 
geringe J_utensit~t yon (004) sowie das nut noch ganz diffus 
augedeutete Maximum (006). • 

Das Beispiel (4) hat Warren (1941) mathematisch 
behandelt; er behauptet, dass die Streuung der diffusen 
Interferenzen 'inkoh~rent' sei. Man sieht aus dieser 
Berechnung sofort, dass keine 'inkoh/~rente' Streuung 
vorliegt, weft die Streuamplituden in gleicher Weise 
summiert werden; sie kommt hier nur als Spezialfall 
fOr ganzzahlige h, k heraus. Weiterhin f'tihrt Warren die 
in Fig. 1 wiedergegebene Photometerkurve einer De- 
bye-Scherreraufnahme yon w~rmebehandeltem Graphit 
als Beispiel fOr 'kristalline' l~eflexe (00/) und zwei- 
dimensionale Interferenzen an. Dass diese Auffassung 
nicht richtig sein kann, I/~sst sich aus Fig. 1 ohne 
weiteres ablesen. Es ist n/imlich der l~eflex (004) ge- 
geniiber den zweidimensionalen Interferenzen viel zu 
schwaeh, da ersterer sich zu letzteren gr6ssenordnungs- 
.m/~ssig wie _N : 1 verhalten sollte,* was selbst bei einer 
geringen Anzahl yon Netzebenen mit den auf der 
Photometerkttrve verzeichneten Intensit/~ten nicht 
vereinbar ist. Weiterhin h~tte auf der Aufnahme auch 
noch (006) erscheinen mfissen. Wenn man auf der 
Abzisse in Fig. 1 die Werte yon 0 (flit (006) 6~ 86,9 °) 
fffr die einzelnen Interferenzen eintr~gt, so f~llt der 
Winkelwert 86,9 ° gerade mit dem Ende der Photo- 

* I-Iier diirfon ausnahmsweise  die rnaximalen In tens i t a ton  
vergl ichen werden,  weft die Reflexo in Fig. 1 so s ta rk  ver- 
b re i te r t  sind, dass der Lorentz ' sche  In tegra lwer t  n icht  beriick- 
s ichtigt  zu werden  brauch t .  

meterkurve zusammen. Man kann (006) auch noch als 
ganz verwaschenes Maximum ahnen. Dieser erhebliche 
Anstieg der Linienbreite gibt sofort den Beweis dafor, 
dass in der Richtung der c Achse keine Ordnung im 
Sinne eines Kristalls sondern nur noch Ordnung bzw. 
Unordnung im Sinue einer Fliissigkeit vorliegen kann. 
Es ist dies ein interessanter Hinweis dafor, dass bei 
Graphit ein t iefer  liegender Schmelzpunkt for die 
schwaehe Bindung in Riehtung der c Achse auftreten 
kann. Es wird dieser Schmelzpunkt wesentlich yon der 
Ausdehnung der Kristallite in der a und b l~ichtung 
abhangen. 

Die bisher behandelten F/~lle werden immer nur dann 
auftreten, wenn die M6glichkeiten der Lage oder Art 
der Netzebenen v611ig gleichwertig inbezug auf die 
Gitterenergie des Gesamtkristalls sind. Das ist nun 
aber in der Mehrzahl der vorkommenden Falle nicht 
der Fall. 

Wit wollen deshalb nunmehr Weehselwirkungen 
zwischen den Netzebenen einfiihren und beginnen mit 
s-- 1. Es muss bereehnet werden, wieweit sich der direkte 
Einfluss yon s-- 1 indirekt noch auf weitere Schichten 
iibertragL Bei einer eindimensionalen Lagenfehlord- 
hung liegt oft das Problem vor, dass eine Netzebene 
mehrere beziiglich der Symmetrie vSllig gleichwertige 
Lagen inbezug attf die benachbarte Netzebene ein- 
nehmen kann. In einem solchen Fall ist immer fOr 
gewisse Werte yon h, k [ S~ I~'--O oder I S~ 19"= [ S~, [3. 
Meistens besteht aus Griinden der dichtesten Packung 
daneben die Bedingung, dass die gleiche Lage in der 
benachbarten Schicht nicht auftreten darf. Wir haben 
hier also die Wechselwirkung der Reichweite s = 1 und 
wollen diesen Fall ganz allgemein durchrechnen. 

Wir nennen die auftretenden LagemSglichkeiten 
A,, ...,A~. Hat  irgend eine beliebig herausgegriffene 
Schicht die Lage A~, so ist die Wahrscheinlichkeit, in 
der Naehbarschicht die Lagen A,, ..., Av,z, A~+, . . . .  , A~ 
zu finden, fOr j ede der genannten Lagen gleich, w/~hrend 
die Wahrscheinlichkeit, die Schicht A, als Nachbar- 
sehicht zu finden, gleich 0 ist. Nennen wir die Wahr- 
scheinlichkeit, in der mten Schicht die gleiche Lage wi'e 
in der Ausgangsschieht zu finden, P~, so ergibt sich 
folgende Rekursionsformel (Differenzengleichung): 

1 - P ~ - z  
P ~ -  n -  1 (3) 

Die Bfldung der homogenen Gleichung ergibt die 
charakteristische quadratische Gleiehung 

~¢2 2 - - n  1 
+ n--  1 -- n -----1 = 0, 

deren beid~ L6sungen 

~1= 1, ~ ,=  1/( l -n)  

partikhl~re L6sung der homogenen Gleiehung sind. 
Die allgemeine L6sung lautet 

P~ = K, + K ~ .  (4) 
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Einsetzen yon (4) in (3) ergib~ K~= I/n. K~. errechnet 
sich aus der Bedingung, dass P0 = 1 sein muss, zu 

K~. = (n - 1)/n. 

Somit is~ die L6sung der Gleichung (3) 

n ~ . (5) 

Der Mittelwert S~ S,.*a+ ~ l~sst sich nun leicht ausrechnen 
(mit FA~, FA~, ..., FA =St ruktur fak tor  der Lagen 
A1,A~., ...,A~). 

S~ ~3+ =n F~I P~F*~ ~ (F*~ +... + FSn) 

. . . . . . . .  ° , , ° ° . ° . . . . ° . ° . . . . . ° . . ° ° ° . ° ° ° . ° , ° ° ° ° . . . , .  . . . .  ° 

2O5 

wir zwel verschiedene Netzebenarten mit  den reellen 
Strukturfaktoren F 1 und F~. zugrunde, und nennen wir 
weiterhin die Wahrscheinlichkeit eine ungleiche Schicht 
als ngchsten Nachbarn zu finden (wir nennen sie hier 
kurz Fehlwahrscheinlichkeit) fiir F~ a, und fiir F~/?, so 
ergeben sich folgende Differenzengleichungen ftir F1 
und F~: 

F1: p ~ _  p(1)_ --,n-~;~-- a) + (1 -- P(Z)~n-~;~/?; (8a) 

F~: P~)=P~Ldl- /?)+(1-P~L~)a.  (8b) 

Die Durchffihrung der LSsung der beiden Gleichungen 
erfolg.t in der vorhin angegebenen Weise. Es ergibt sich 
ffir die beiden Gleichungen folgende LSsung 

P~  = A + B~ ~. 

~¢= 1 -  (a+/?) sowohl fiir (8a) als auch (8b); 

F A,[p~F.A~ 1 -  P~ , + 
+ n-n-,-F (F~I ... + F:~_~)I} + 

Ausrechnung ergibt 

S~ ~,+~=C~+C~ ~ , (6) 

mit CI=  [ FA, [~, 

C =l 
Setzt man (6) in (1) ein, so erh~lt man 

+(Y~-l) 1 

x exp [imAm]}. 

Die Aufsummierung dieser Gleiehung ergibt 

(7) 

wobei in der geschweiften Klammer der Gleichung (7) 
bereits das Glied 

2~¢ ~ + ~¢ (1 + ~¢~) cos A a + ~ N a + l  COS (-]~3 - -  1) A a 
' - -  2NNa +~" c o s  N a Aa + ~N3+3 COS ( N  3 - -  1) A a 

2C~ 
(1 +2L¢ cosAa +N~) 9 

(wo N=l / (n - -1 ) )  vernachl£ssigt wurde, weft es ftir 
grosse N 3 klein wird. Wie vorhin bereits erwghnL ist 
in dem hier behandeltem Fall fiir alle h, b entweder C 1 
oder C~ gleich 0, d.h. es ergeben sich, genati so wie bei 
der eindimensionalen Lagenfehlordnung ohne Wechsel- 
wirkungen, Gittersti~be mit nur scharfen und solche 
mit nur diffusen Reflexen. Allerdings ist die Intensitg~ 
auf den Gittersti£ben nicht mehr unabh~ngig yon l, 
sondern schwankt gem~ss dem Verlauf des zweiten 
Gliedes der Gleichung (7). 

In  ganz analoger Weise k a n n  man den Fall £iir die 
eindimensionale Artenfehlordnung ableiten. Legen 

A, B ist fiir (8a) ~z+/?'~z+/?' 

A, B ist fiir (8b) ~+/? '~+ /? "  

Nennen wit weiterhin w x bzw. w~. die Wahrscheinlich- 
keiten beim Durchlaufen des Kristalls eine Netzebene 
F 1 bzw. F~ zu finden, so ergibt sich 

S ,~, F r p,l) F~ + (1 - P~)) F~] 
i 3 ~ ' i 3 + m  = W l  1L m 

+ w~F~[P 2, F~ + (1 - P 2  )) F~]. (9) 

w 1 und w~ lassen sich aus den Fehlerwahrscheinlich- 
keiten ermitteln, denn es gelten folgende Beziehungen 

wl + w2 = 1, wl/w~. = /? /a .  

Damit erhalten wir 

W 1 - -  U S • a+/?' - ~ + / ?  

Mit diesen Werten berechnen wir Gleichung (9) zu 

S3aS~3+m=Ki W K2[1-(~.-t-13)]m , (10) 

1 
mit K1 -- (a +/?)2 (/?F1 + aF2)~' 

a/? (F1- F~)~. K 2 - ( a + ,8)~ 

Setzt man (10) in (1) ein, so erh~l~ man fiir die Intensit~t 

I; sin 2½NzA a Na( l_~2)  3 
I=RLK1  ~ - ~ a  + K 2 1 - ~ o s ~ l ~ - + ~ 2 A  ' (11) 

mi~ ~¢-- 1 -  (a+/?). 
Dabei wurde ein dem bereits in Gleichung (7) vernach- 

l~ssigten Ausdruck analoges Glied aus den gleichen 
Griinden weggelassen. 

Auch hier erhalten wir wieder das analoge Ergebnis 
zur eindimensionalen Artenfehlordnung mit s = 0; auf 
allen Gitterst~ben liegen scharfe und diffuse Inter- 
ferenzen, mit dem Unterschied, dass im Falle s = 1 eine 
/-Abh£ngigkeit des Intensitgtsverlaufs gem~ss dem 
zweiten Glied yon Gleichung (11) eintritt. 
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Es ist dabei zu beaehten, dass die Breite der maxima 
des diffusen Anteils yon Gleiehung (11) nur yon a-t-fl, 
and nieht yon a und fl getrennt, abh~ngig ist. Liegt 
insbesondere das Verh~ltnis Wl:W ~ = c lest, so besteht 
die Beziehung fl = c~z; 

EINDIMENSIONALE FEHLORDNUNG IN KRISTALLEN. I 

fl w~chst also in einem solchen Falle proportional zu a. 
Man sieht daraus, dass die Breite der Maxima nur im 
Grenzfalle fl 4 c¢ oder a ~ fl dureh die '  TeilchengrSsse' 
der einen Komponente bestimmt wird, die absolute 
Intensit£t ist aber nieht F 2 oder F~ sondern (F i - F 2 )  2 
proportional. 

Es hat  zwar den Anschein, dass diese Bedingungen 
fiir die Entmisehungsvorggnge in A1-Cu Legierungen, 
auf die dieses Beispiel angewendet werden karm, erfiillt 
sind. Man stSsst jedoch bei der Modellvorstellung 
dieses Vorgangs auf unl6sbare Sehwierigkeiten, wenn 
man die yon Guinier (1~42, und frfihere Arbeiten) 
berechneten TeilchengrSssen zugrunde legt. Es soll 
darfiber an anderer Stelle beriehtet werden.* 

Das soeben besproehene Beispiel wurde fiir w i = w~ = ½ 
(also a=fl) bereits yon Hendricks & Teller (1942) 
gelSst. Sie gewannen das Gleichung (11) entsprechende, 
vereinfaehte Ergebnis. Guinier & Griffoul (1948) dis- 
kutieren das Hendricks-Teller'sche Resultat  eingehend 
beziiglieh der bei einem Realkristall zu erwartenden 
Linienbreiten; sie versuchen, dieses eindimensionale 
Modell aueh auf einen dreidimensional-fehlgeordneten 
Kristall vom Typ des NaC1 zu erweitern. Der yon ihnen 
besehrittene Weg ist aber deswegen unzul~ssig, weft sie 
die Wahrscheinlichkeiten, zwei gleiche Nachbarn zu 
finden, ffir die drei Haupttranslationsrichtungen 
unabhgngig voneinander ansetzen. Das wiirde j a be- 
deuten, dass sieh die Besetzungs-Wahrscheinliehkeiten 
der Atbmkette in einer Haupttranslationsrichtung als 

• unabhgngig yon der Umgebung der Kette ergeben 
wiirden; dies triift aber sicher nicht zu. 

Damit  wollen wir unsere Betrachtungen fiber die 
Wechselwirkungen der Reichweite s= 1 abschliessen. 
Bezfiglich der scharfen Interferenzen ist dabei keine 
Ver~nderung gegenfiber dem Fall 8 = 0  eingetreten. 
Fiir die dif~sen Reflexe ergib% sieh je naeh der Art  der 

"Weehselwirkungen ein versehiedenes 'Pulsieren'  der 
Intensit~t auf den Gitterstgben. 

Der Fall s = 2 wurde ffir den Spezialfall der diehtesten 
Kugelpaekungen yon Wilson und Hendrict~s & Teller 
gel6st. Wit nennen die drei Lagem6gliehkeiten der 
diehtesten KugelpackungenA, B, G. Eine symmetrisehe 
Unt'erscheidbarkeit zweier beliebig herausgegriffener 
Sehiehten gibt es nicht. Die n~chst Sehieht kann nur 
im Sinne einer kubischen 0rdnung ABG oder der hexa- 
gonalen Ordnung A B A  angegeben werden. Wilson 
beschreibt dies mit  der Fehlerwahrscheinlichkeit a; 
a = 0 bedeutet hexagonale Ordnung, a = 1 aber kubisehe 
Ordnung. 

* Vorlaufige Mit~eilung erscheing demnachst in cler Zeit- 
sehrift ]i~r' Metallkunde (gemei~sam mit  F. Laves). 

Auf diesen Fall soll hier nieht eingegangen werden, 
weft in Teil I I  dieser Arbeit der gleiche Spezialfall fiir 
s = 3 gelSst werden wird; dieser enth~lt natifflieh s = 2 als 
Spezialisierung. Drei Schichten kSnnen entweder hexa- 
gonal oder kubisch geordnet gewesen sein, die Anord- 
nung der n~Lehsten Sehicht kann wie vorher entweder 
im hexagonalen Sinne oder im kubisehen Sinne erfolgen. 
Es werden also zwei Fehlerwahrseheinlichkeiten ~ und. 
fl benStigt. Wir bedienen uns dazu einer vereinfaehten 
Schreibweise, um von der willkiirlichen Bezeichnung 
mit den Buehstaben A, B, C loszukommen; ffir die 
gleiehwertigen Anordnungen 

h h h h h h 

ABAC,  ACAB,  BABC,  BCBA,  CACB, CBQA 

k k k k k k 

sehreiben wir also in symmetriseh eindeutiger Weise hk. 
Die mSgliehen Grenzf~lle der Ordnung sind also in 

der Schreibweise folgendermassen charakterisiert 

h-:>h, k-+h (=hexagon.ale 0rdnung (AB)), 
h->k, k-->h (=4-Sehicht typ (ABAC)), 
h-> h, k-> k (hexagonale Ordnung (A B) mit kubi seher 

0rdnung (ABC) nebeneinander), 
h->k, k->k (=kubische Ordnung (ABC)). 

In der gleichen Weise kann man fib s = 4 die Grenz- 
f~lle der Ordnung feststellen. Man muss dabei beaehten, 
dass zwisehen polaren und unpolaren Anordnungen ein 
Untersehied besteht. Wenn hk-~ k verlangt, so muss'im 
Gegensatz zu polaren Schichten beiunpolaren Sehichten 
auf kk:->h (also die umgekehrte Beziehung) folgen. 
F ib  den Fall s - -4  gibt es aber noch keine Untersehei- 
dung zwischen beiden MSglichkeiten, weft fiir polare 
Sehichten keine neuen Anordnungen herauskommen. 

Wir erhalten folgende Grenzf~lle der Ordnung:* 

(1) h = A B  2-Schichttyp (=Wurtz i t )  
(2) ./c = A B G  3-Schichttyp (=Zinkblende) 
(3) hl~ ----'ABAC 4-Schiehttyp (=SiC(III) )  
(4) hkk = A B A C B G  6-Schiehttyp (=SiC(II))  
(5) hhk = A B A B C B C A C  9-Schiehttyp 
(6) h h k k = A B A B G A C A B C B C  12-Schichttyp 

In analoger Weise erh~lt man ffir s = 5 neben diesen 
Typen noch ffir unpolare Schichten und polare Schichten 
folgende Schichttypen: 

J 

(7) kkkhh = A B C A B  5 Schichten 
(8) kkkh = A B C A B A C B  8 Schichten 
(9) hkh = A B A C A G B G B  9 Sehiehten 

(10) kkhhh = A B G A G A C B A B  10 Schicht6n 
(11) k k k h h h = A B G A B A B A C B A B  12 Schichten 

Dazu kommen noeh folgende vier Fil le und die ent- 
sprechenden in umgekehrter Richtung gesehriebenen, 
die nur fiir polare Sehichten zu beriicksichtigen sind: 
(12) kkhkhh = A B G A C B C B A C A B  12 Schieh~en 
(13) kkkhkhh = A B C A B A C A C B A C A B  14 Schichten 
(14) kkhkhhh = A B C A C B C B C A B A G A G  21 Schichten 

A B C B A B  
(15) kkkhkhhh = A B C A B A C A C A B C A G B  24 Schichten 

C B G A B C B A B  

* Es werden nur die sich periodisch wiederholenden Tefle 
hingeschrieben. 
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Der 5-Schichttyp benStigt also e ine  l~eichweite s = 5 ;  
dies mag eine Erkl~rung fiir sein l~ichtauftreten sein, 
w~hrend z.B. der 6-Schichttyp A B A C B C  beim SiC 
auftr i t t .  Es ist iibrigens nicht  der einzig mSgliche, wie 
wir gleich sehen werden. 

Ffir s = 6 ergeben sich fiir die unpolaren Schichten 
folgende neu auf t re tenden M5glichkeiten (die natfirl ich 
auch fiir die polaren mitgelten):  

(16) hhhkhk = A B A B A C  6 Schichten 
hhhhkkk 7 Schichten 
hkhkkkk 7 Schichten 
hhkhkkhk 8 Schichten 
hhkhk 10 Schiehten 
hkkkk 10 Schichten 
hhhhkhkkhk Sehichten 
hhhhkhk Schichten 
hhhkkkk Sehichten 
hkkhk Schichten 
hhhhk Schichten 
hhhhkk Schichten 

(17) = A B A B A B C  
(18) = A B A C A B C  
(19) = A B A B C B A C  
(20) = A B A B C B A B A C  
(21) = A B A C B A C A B C  
(22) = A B A B A B C B A C  10 
( 2 3 )  = A B A B A B C B A B A B A C  14 
( 2 4 )  = A B A B A G B A C A C A B C  14 
( 2 5 )  = A B A C B C A C B A B C B A C  15 
( 2 6 )  = A B A B A B C B C B C A C A C  15 
( 2 7 )  = A B A B A B C A C A C A B C B G  18 

BC 
( 2 8 )  = A B A B A C A B C B A B A B C  18 

B A C  
( 2 9 )  = A B A B C A B C B C A B G A C  18 

A B C  
( 3 0 )  -----ABACABCACBCABCB 18 

A B G  
( 3 1 )  = A B A B A C A B C A C B C B C  20 

A C B A C  
(32) hhhkhkkkkhk = A B A B A C A B G A B A C A G  22 

A B A C B A G  
(33) hhhhkkkk = A B A B A B C A B C B C B C A  24 

B C A C A C A B C  
(34) hhkhkkkhk = A B A B C B A C B C A C A B A  27 

C B A B C B C A C B A G  
(35) hhkhkkkkhk = A B A B C B A C B A B C B C A  30 

G B A C B C A C A B A C B A C  
(36) = A B A B A B C B A  CBCA CA 

C A B A C B A B C B C B C A  
CBA C 

(37) h h h h k h k k k k h k = A B A B A B C B A C B A B C B  36 Schichten 
C B C A C B A C B C A C A C  
A B A C B A G  

hhhkhkkhk Schichten 

hhkkkk Schichten 

hkhkkk Schichten 

hhhkhkkkhk Schichten 

Schichten 

Schichten 

Schichten 

Schichten 

hhhhkhkkkhk 33 Schichten 

Fi i r  polare Schichten sind noch eine grosse. Anzahl  
weiterer l~6glichkeiten vorhanden,  die hier aus 
l~aumgri inden nicht  mi t  aufgefiihrt  werden. 

Bemerkenswert  ist, dass mi t  s = 6  die ersten 15- 

Schicht typen auftreten,  n~mlich h k k h k  und hhhhk ;  
bekannt l ich  ha t  SiC (I) die Folge h k k h k .  Wenn  m a n  
bedenkt,  dass SiC (II) die Folge hkk und SiC (III) die 
Folge hk besitzt, so erscheint es yon vornherein pluu- 
sibel, dass dieser Typ von den beiden 15-Schichttypen 
ffir SiC der giinstigere ist. 

Setzen wir voraus, dass nicht  zweimal hintereinander  
h auftreten darf  (das erscheint plausibel, weft der 
hexagonale Wur tz i t typ  nicht  existiert), ausserdem auch 
nicht  dreimal  hintereinander  k vorkommen darf  (auch 
das erscheint plausibel, weft der Zinkblendetyp nur  als 
sogenanntes amorphes SiC bekannt  ist), so kommen  fiir 
SiC die folgenden Typen  in Frage: 

hk,  h k k ,  h k k h k .  

Das sind aber gerade die beim SiC am h/iufigsten 
gefundenen, wie auch yon mir  best/~tigt werden konnte.  

Die Reichweite s = 6  scheint schon har t  an der 
Grenze zu liegen, die m a n  f iberhaupt  also obere Grenze 
fiir die ordnenden Kri~fte im Kris ta l l  setzen kann;  
denn Ubers ich tsaufnahmen yon SiC Strukturen er- 
gaben, dass in den Fallen,  wo die 15-Schichtstruktur 
auftrat ,  auch immer  ein relat iv hoher Fehlordnungs- 
grad zu beobachten war. 
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